
수열은 함수의 일종입니다

수열은 정의역이 자연수로 제한된 함수이죠

무슨 말이냐?

가령 수열 이

  

로 정의되어 있다면, 이는

  
로 정의된 함수 의 

정의역을 자연수로 제한시킨 것과 같다는 것이죠

수식으로 써보면

   

이렇게 은 을 변수로 하는 함수로서 생각할 수 있다는 겁니다

(수열이 함수라는 발상은 뭐 새로운 게 아니라 교과서 찾아보면 있음)

제가 이번 칼럼에서 주로 다루고 싶은 수열은 등차수열입니다

여러분들도 알다시피 등차수열의 일반항은 아래와 같이 나타납니다

 

근데 제가 앞에서 뭐라 그랬죠?

을 을 변수로 하는 함수로 생각할 수 있다고 했죠?



아무래도 다들 를 변수로 쓰는게 익숙하실테니까

감이 팍 오게 자리에다가 를 넣어서 다시 써보겠습니다

  

여기서 랑 가 상수죠

여러분들이 고1때 일차함수 공부를 제대로 했으면 

이 함수가 뭘 나타내는지 보이실 겁니다

네,  를 지나고 기울기가 인 일차함수죠?

문자로 보면 감이 잘 안 올수 있으니까

숫자를 넣어서 예를 하나 들어보죠

첫째항이 3, 공차가 2인 등차수열을 생각해봅시다

이 수열은 첫째항부터 차례대로 써보면

     ⋯
인 수열이고, 일반항을 써보면

  

입니다

위에서 했던 것처럼 자리에 를 넣어보면

  
인데요, 이대로 그래프를 그려보면 아래와 같습니다



초항   이므로  을 지나고

공차가 2이므로 기울기가 2인 1차 그래프가 그려지죠

그리고 여기서 값이 자연수인 점들만 취한 것이

수열 이 되겠습니다

정리해보면 이렇습니다

 

로 정의된 등차수열 은
1. 일차함수이며

2. 이때 공차 가 기울기가 됩니다

(기울기란 것이 값 증가량과 함수값 증가량의 비율이란 점에서

이 하나 커질 때 항의 값이 만큼 커진다는 점에서

공차가 기울기에 대응하는 것이 당연하다고 할 수 있겠습니다)



등차수열을 일차함수로 생각하면

등차수열이라는 개념이 보다 직관적으로 와닿을 수 있습니다

등차수열이 하나로 결정되는 조건에 대해 이야기를 해보죠

일차함수가 하나로 결정되는 조건은 아래와 같습니다

① 점 2개가 주어지거나

② 점 1개와 기울기가 주어지거나

이건 그림을 그려보면서 생각해보면 당연하다는 것을 알 수 있습니다

역시 등차수열도 결정되는 조건이 위와 같습니다

① 항 2개가 주어지거나

② 항 1개와 공차가 주어지거나

항이 주어진다는 것은

등차수열로 그려지는 직선 위의 좌표 하나를 알려준다는 말이니까요

가령 셋째항의 값이    로 주어지면

이 등차수열이 그리는 직선은  를 지나겠죠

(실제로 교과서에 이 두 경우에 대한 예제가 있습니다)

※ 참고 ※

많은 등차수열 문제에서 조건을 위와 같이 주어주기는 하지만

모든 등차수열 문제에서 그런 것은 아닙니다

꼭 위와 같은 조건이 아니더라도 

식을 2개 세울 수 있게만 조건이 주어지면

등차수열을 구할 수 있습니다



기출로 예를 들어보면

2019년 수리 나형 

6월 문제

위 문제는 항을 2개 주는 경우이고

2019년 수리 나형 

수능 문제

이 문제의 경우는 항을 하나 주고 

공차를 간접적으로 알려주는 경우이죠

   에서

기울기 = 


 = 공차 = 2 라는 것을 바로 구할 수 있죠

사실 위와 같은 문제들은 일반항 공식을 써서 수식으로 풀면 

어렵지 않게 풀리는 문제이긴 합니다

하지만 어째서 이 문제가 조건이 충분히 주어진 문제인지

이게 왜 풀릴 수 있는 문제인지 아는 편이

같은 수식으로 문제를 풀어도 좀 더 감이 오고

방향성 있게 문제를 풀 수 있는 것 같습니다

아무런 의미도 모르고 수식만 쫓아가듯이 풀면 길을 잃을 수 있거든요

또 그래야 응용문제를 푸는데도 더 수월합니다



그리고 식 두 개를 다른 방식으로 주고 

등차수열을 구하는 문제들 예시를 찾아본다면, 

어렵지 않게 찾을 수 있습니다. 

2019년 9월 나형 13번

2020년 9월 나형 7번

등차수열은 문자 2개로 표현가능하다는 것,

식 두 개를 주면 등차수열을 구할 수 있다는 것,

요긴하게 쓰이는 사실이니 잘 알아주시면 좋을 것 같습니다.

그리고 그것은 등차수열이 1차 함수, 직선이기 때문에 그렇습니다.



다음으로는 등차중항에 대한 이야기를 해보죠

등차수열을 일차함수로서 생각하면 

등차중항의 개념이 당연함을 기하학적으로 확인할 수 있습니다

   가 차례로 등차수열을 이루면

그래프로 보면 위와 같이 그려집니다

위 그림을 보면  


임이 당연함을 느낄 수 있죠

( 가 를 기준으로 대칭적으로 있으니

당연히 가  의 평균값인 


가 되는 거죠!)

위 그림과 같은 느낌으로 등차중항이 자명함을 느끼면

2017년 수리 나형 

수능 문제

이런 문제를 봤을 때

  임과, 이 음수라는 것을 

위 그림과 같이 머릿속에 직선을 그려보면 느낌으로 금방 알 수 있습

니다.



다음으로는 등차수열 합 공식을 보죠.

등차수열의 합을 기하학적으로 아래와 같이 이해할 수 있습니다.

교과과정에서 소개하는 등차수열의 합 공식은 아래 두 개입니다.

등차수열의� 합

등차수열의�첫째항부터�제항까지의�합은
(1)� 첫째항이� ,� 제항이� 일�때,� 

�

(2)� 첫째항이� � 공차가� 일�때,�



*  
첫 번째 공식은 사실 아래 사다리꼴의 넓이입니다.

그리고 아래 사다리꼴이 등차수열 합 넓이와 같은 건 눈에 보입니다.

* 
지금 등차수열을 함수로서 보고 있는데, 이 식도 함수로서 봐서 을 로 바꿔쓰고 차수에 따라 정리하면 아래와 같이 써볼 수 있습니다.

   
이 식은 2차식입니다. 

등차수열을 1차함수로 봤을 때    니까

1차항이 였는데, 얘는 2차항 계수가  죠.

근데 위에서 봤듯이 합은 넓이랑 관련있고, 

함수에서 넓이는 적분이랑 관련이 있습니다.

1차식 적분하면 2차식 되고, 

2차항 계수는 피적분함수 1차항 계수의 이 됩니다.

우왕 비슷해 신기해 수학의 신비 칭찬해



등차수열 뿐만 아니라 2차식 합이나 3차식 합도 들여다보면

차수나 최고차항 계수의 변화가 적분과 유사성을 띄고 있음을 관찰할 

수 있습니다.   
      
  
     

차수 하나 늘어나고, (차수+1)의 역수가 최고차항 계수입니다.

우와우와우

이번엔 수열의 합과 일반항 사이의 관계를 봅시다.

일반항에서 합을 계산하는게 적분과 연관성이 있으니,

합에서 일반항을 뽑아내는건 미분과 연관성이 있을 것이란 느낌을 잡

을 수 있습니다.

실제로 식 형태를 보면

   
뭐 이런 관계인데요, 함수의 느낌을 살려보고자 로 바꿔보면

   
요렇게 되는데, 

이거 잘 들여다보면 평균변화율입니다.

미분이 평균변화율의 극한이라는 점을 생각했을 때,

합에서 일반항 뽑아내는 게 미분이랑 관련이 있을 거란 느낌을 조금 

더 얻을 수 있습니다.



실제로 가 2차식인 경우를 예를 들어서 한번 계산해보면,   로 놓았을 때     
                   
가 됩니다. 그런데 ′    인데, 

차수랑 최고차항 계수는 같은 것을 확인할 수 있습니다.

상수항도 는 겹치고요.

실제로 합이 2차식일 때 일반항이 등차수열이려면 어떡해야 되냐 뭐 

이런거 묻는 경우가 있기도 하고,

합과 일반항 사이의 차수와 최고차항 계수 관계를 알아놓으면 유용할 

상황이 종종 있습니다.

흥미가 있으신 분은 를 임의의 차식으로 놓고 해보셔도 좋을 

것 같습니다.

이과수학을 하시는 분은,   
인 경우에    

가 되는 것이, 

지수함수의 미분을 생각했을 때 우연이 아니라는 것을 눈치챌 수 있습

니다. 

이번 9월 나형 30번도 그렇고,

수열을 함수로서 이해하면 도움이 되는 경우가 종종 있습니다

꼭 실용성을 떠나서 다른 관점으로 수열을 바라보니 나름 재미도 있는 

것 같고 막 이해에 도움이 되는 것 같고 막 그렇지 않나요 아님 말고

아무튼 도움이 되셨길 바랍니다

이만 총총 


